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Important 

L'epreuve est constltuee de trois exercices et d'un probleme. Le candidat est Libre 
de traiter Le sujet dans i’ordre qui Lui convient a condition de bien mentionner ies 
references compLetes de chaque question traitee. 


Les candldats sont tenus a rendre deux copies separees meme si eiies sont vierges. 
La premiere contenant ia resolution des trois exercices et la seconde contenant ceiie 
du probleme. Dans chacune des deux copies on indiquera ies references du candidat 
et Le nombre d’intercaiaires utilises. 


li sera tenu compte dans i’appreciation des copies de ia rigueur de votre raisonnement, 
de La cLarte de ia redaction et du soin apporte a ia presentation de votre copie. Le 
candidat peut utiiiser ies resuitats enonces dans ies questions ou parties precedentes, 
ii veiiiera toutefois a mentionner ia reference du resuitat utilise. 

Si ie candidat repere ce qu'ii pense etre une erreur de ienonce, ii ie signaie sur 
sa copie en expiiquant ies raisons qui i'ont amene a ie penser. Ceci ne doit pas 
i’empecher de finir son epreuve et ii a ie choix d’adopter ies rectifications qu’ii croit 
necessaires ou pas. 


Les calculatrices et tout materiel electronique ainsi que les documents sont interdits 
lors de cette epreuve. 


^ ^ > 


PROBLEME 


Objectif du probleme : Le probleme a pour objectif la demonstration, de deux fagons differentes, 
du theoreme d’approximation de Weierstrass suivant: 

Toute fonctions reelle continue sur un segment [a, b], est limite uniforme d’une suite defonctions 
polyndmiales sur [a, b]. 

Dans toute la suite, w designera un reel strictement positif. 
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^Epreuve d'Analyse et Probabilite^ 


Preliminaires 


Soit (Dn)n£N une suite de fonctions continues par morceaux sur [- w,w],f une fonction definie et 
continue sur un segment [a - w,b+ w], oil a,b eU tels que a<b,et posons 

/ W 

f{t + x)Dn{t)d.t, 

■w 

pour tout X e [a, b] et pour tout n e N. 

On suppose que {D„) verifie I’hypothese suivante : 


i/yte[-w,w], = 

HI \/te[-w,w], 

iii/ Pour tout 6 e]0, wl, [D„) converge uniformement vers 0 sur [- w, -5] u [5, w], " 

/W 

D„{t)dt= 1. 

■W 

1. Justifier pourquoi / est bornee et uniformement continue sur [a- iu,b+ iv]. 

On designera par Mun majorant de |/| sur [a - w,b+ w]. 

2. Montrer que les /„ sont bien definies et continues sur [a, b]. 

3. Montrer que pour tousxe [a, b], n e N et <5 e]0, u;[ on a: 

/ S nw 

|/(t + x)-/(x)|D„(t)df + 4M I D„(t)df. 

-s Js 




4. En deduire que {f„) converge uniformement vers / sur [a, b]. 


Une premiere preuve du theoreme de Weierstrass 

5. Demontrer que: 

Vfe [0,l].VueN, (l-f)”>l-uf. 

6. Posons pour tout n e N et tout te[-u>,w]: 


Pnit) = 


*2 


1 




a. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions [pn)- 


b. Calculer lim 

«^+oo 


/W 

Pn 

■w 


it)dt. 


c. Montrer, pour tout n e N*, I’inegalite : 


/■ 


Pnit)dt> 


Aw 

3\/n 


— w w 

(ind. On pourra minorer par une integrale sur [—=, puis utiliser la question 5). 

\/n \/n 


d. Justifier F existence d’un reel c„ tel que 


I 


, 3\/u 

CnPnWdt= 1, et montrer que 0 < c„ <-. 

-w ^ Aw 


e. On pose = c„pn- Montrer que pour tout 6 e]0, w[, la suite (P„) converge uniforme¬ 
ment vers0sur [- w,- 6]'0 [5, w]. 

f. Conclure que P„ verifie I’hypothese (^). 
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7. Soit g une fonction continue sur un segment non trivial [a, b] de K. 

Prenons w = 2ib-a) et prolongeons g a [a - w,b+ w] en une fonction / definie par : 

— fix) = g(x) si X e [a, b], 

w w 

— fix) = Osixe[a-w,a-—]u[b+—,b+w] et 

w w 

— f affine sur [a- ,a\ etsnx [b,b-\ —]. 

j 2 2 

Pour tout X e [a, b] et pour tout n e N, posons : 

/ W 

fit + x)P„it)dt. 

■W 

a. Montrer a I’aide d’un changement de variable, que pour tout x e [a, b], 

nb+f 

fnM= I fis)PniS-X)ds, 

et en deduire que fn est un polynome. 
b. Deduire le theoreme d’approximation de Weierstrass. 


Une deuxieme preuve du theoreme de Weierstrass 


Soit /: [0,1] — D? une fonction continue, n un entier strictement positif, et x e [0,1]. 

On note Xi, X 2 ,..., des variables aleatoires mutuellement independantes et distributes selon la 

meme loi de Bernoulli de parametre x. 

5 

Onnote egalement: = Xi+X 2 + ... + X„ ; Z„ = — et Bnif)[x) = EifiZn)). 

n 

8. Rappeler sans demonstration, la loi de S„, en deduire, avec demonstration, les valeurs de 
I’esperance et de la variance de Sn en fonction de n et de x. 

9. Expliciter I’expression de (/) (x). 

10. En utilisant I’inegalite de Bienayme-Tcbebychev, montrer que pour tout a > 0 : 


I 

0<k<n 

\^-x\>a 


X^(l-X)' 


4na^ 


11. En deduire que la suite iB„ if )) converge uniformement vers / sur [0,1]. (ind. On pourra 
utiliser le resultat de la question precedente ainsi que le tbeoreme de Heine). 

12. Deduire le tbeoreme d’approximation de Weierstrass. 


La suite de I’epreuve est a rediger separement ! 
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^Epreuve d'Analyse et Probabilite^ 


Exercice 1 


Soit X un nombre reel, on rappelle que s’il existe un nombre entier p qui verifie | p 

oo 

est rentier le plus proche de x. On rappelle aussi que ; Vx e IR: X TT “ 

k=0 


X\ < 


1 

2 


alors p 


n 

On definit la suite {j3„) par = 

k=0 


13. Expliciter jS^+i - (n + l)Pn en fonction de n, pour tout entier n de N. 

14. Montrer que pour tout n de N, )S„ est un entier naturel. 

n _ Y'jk oo ^_1)^ 

On definit la suite {p„) par p„ = - ^——= ^ ■ 

k=0 k=n+l 


15. Preciser le signe de p„ en fonction de I’entier naturel n. 

16. Etablir, pour tout entier naturel n, I’inegalite suivante : n\\pn\ ^ —-—• 

n+ 1 

17. Deduire de ce qui precede que pour tout entier naturel n > 1, est I’entier naturel le plus 
proche de e~^n\. 


On designe par / la fonction definie sur I’intervalle ]-!,![ par /(x) 


e 


-X 


1 - x’ 


18. Montrer que pour tout entier naturel n, p„ = (0). 


Pour u > 1, on note ; 


— I’ensemble des applications bijectives de II, nj dans II, nj. 

— jn le nombre d’elements de sans point fixe (t appartenant a 5^n est sans point fixe si pour 
tout fcde II, ul, onaT(fc) ^ k). 


Pour u = 0 on adopte la convention : yo = 1 et 71 = 0. 

19. Rappeler sans justification le nombre d’elements de 

20. Si 0 < A; < n, combien d’elements de 5^n ont exactement k points fixes ? 

n 

21. Etablir pour tout entier naturel n la relation : ^ ^nTk = nl. 

k=0 

Pour X e R, on pose g(x) = Y—x" lorsque la serie converge. 

n =0 n\ 

22. Montrer que le rayon de convergence de cette serie entiere est superieur ou egal a 1. 

23. Calculer e^gix) pour x e ]-l, 1[, puis montrer que pour tout x de ]-l, 1[, fix) = g(x). 

24. Comparer les deux suites [f„) et [jn) et en deduire la valeur de ys. 
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Exercice 2 


On considere les fonctions g eth definie par: 


gW = f 

Jo 


VxeK,g[x)=l cos(t^) dt et h(x) = I sin(?'^)dr 

JO 


f 


25. Montrer que les fonctions g eth admettent des limites finies, notees h et h respectivement, 
lorsque x tend vers +oo. 

26. a. Montrer que la function H: x-^ / -^ dt est de classe sur K, et calculer sa 

^ Jo I+ t^ 

derivee. 


b. Deduire une relation entre les fonctions H elG'.x^ 




dt, xe K. 


27. a. A I’aide d’une integration par parties, montrer que liin J —— ^dt = 0 . 


b. Calculer lim 

X^+OO 




• 22 ^ 

df et, en deduire lim / -^ df. 

-+ooJo 1- 


x^+ooJo 1+ t^^ 

28. En deduire que h = h et, donner la valeur de | /i |. 


Exercice 3 


On designe par L I’espace vectoriel reel des fonctions g : [0,1] 

|gw-g(y)| 


telles que sup 


x,ye[0,l] 

x^y 


gM - g{y) 


x-yl 


existe et finie. On note : sup 


x,ye[0,l] 

x^y 


x-yl 


= ^(g)- 


29. Justifier que les applications g de L sont bornees sur [0,1]. 

30. Montrer que siunefonction g est de classe Sif^ sur [0,1], alors g e Let, que fc(g) = sup |g'(x)|. 

X£[0,1] 

31. Montrer que I’application N:g^ k{g) + llgiloo est une norme sur L. 

32. Montrer que I’application identite est continue de [L,N) dans {L,||.||oo). 

33. Soit la suite de fonctions ifn)n»i definie sur [0,1] par; 

1 


fnix) = 


X si 0 ^ X ^ 

1 1 ” 

— si — < X ^ 1 
n n 


a. Soit n e N*. Verifier que fn^ Let calculer 

b. Montrer que la suite converge dans [L,N). 

c. Les normes Ai et ||.||oo sont elle des normes equivalentes ? 

34. Montrer que la boule fermee B'i0,2] = {g e L; N[g) ^2} n’est pas compacte. 




V. 


PAGE 5 SLR 5 



